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Example of missing data 

Id Edu … Income Sex Age Y
(BDI-II, Depression score)

1 1 1 1 50 25

2 2 2 2 45 15

3 1 3 2 40 18

4 4 1 1 65 .

… 3 2 1 72 37

198 2 2 1 57 10

199 3 3 2 46 .

200 4 4 1 79 32

 대상자: 40세 이상, 200명을 대상으로 우울증검사 실시

 설문도구: 우울증 자가설문도구(Beck Depression Inventory)

 연구목적: 우울증과 관련요인

 결측자료 발생: 일부 대상자가 BDI 설문검사에 응답하지 않음
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Types of missing

Complete data Type 1

Type 2 Type 3

BDI

Age
Age

AgeAge

BDI

BDI
BDI



Types of missing

 Type 1 : Missing Completely At Random (MCAR)

– Pr(Y is missing|X,Y) = Pr(Y is missing) 

– Pr(missing) is unrelated to both observed(X) and unobserved data(Y)

– Eg: accidentally missing 

 Type 2: Missing At Random (MAR)

– Pr(Y is missing|X,Y) = Pr(Y is missing|X)

– Pr(missing) depends only on observed data(X)

– Eg: High missing in high X (high missing in older people)

 Type 3: Missing Not At Random (MNAR)

– Pr(missing) depends on both observed(X) and unobserved data (Y)

– Eg: High missing in high X and Y (high missing in older and high BDI)
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Complete case analysis(관찰된 자료만 이용)

Complete data Type 1

Type 2 Type 3

BDI

BDI

BDI

BDI

Age
Age

Age Age



Complete case analysis: ignoring missing

 MCAR (Type 1) : accidentally missing

– 응답여부가 Y, X와 무관하게 발생

– 즉 응답자와 무응답자의 Y의 분포가 다르지 않음(not different)

– 응답자만 가지고 분석결과는 응답자와 무응답자 모든 자료의 분석결

과와 같음(unbiased estimates)

 MAR (Type 2) : high missing in high X

– missing을 무시하는 경우,  Y의 추정치 또는 Y와 X의 관련성 추정치

가 biased

 MNAR (Type 3) : high missing in high Y

– missing을 무시하는 경우,  Y의 추정치 또는 Y와 X의 관련성 추정치

가 biased
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Missing Imputation

Age

BDI
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65

25

: 65세의 BDI missing은 모두 25로 대체

: 65세의 BDI의 평균(25)과 분산(σ2)을 반영하여 imputed value 추출, 25, 23, 27, 30 등 다양

i10i ageββBDI Imputation model 1:

)σN(0,~e   ,e 2
iiImputation model 2: i10i ageββBDI 



Imputed data analysis

Age

BDI Type 1

Type 2 Type 3BDIBDI

AgeAge

complete



Missing types and Imputation

 MCAR (Type 1) : accidentally missing

– Both complete case analysis and imputed data analysis give 

unbiased estimates, but imputed data analysis gives higher 

statistical power than complete case analysis. 

 MAR (Type 2) : high missing in high X

– Proper imputation gives unbiased estimates while the estimates 

from complete data analysis could be biased estimates.

 MNAR (Type 3) : high missing in high Y

– Imputation could not give unbiased estimates, but the bias 

could be less than that of complete case analysis.
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Imputation: Single and Multiple imputation

 Problem in single imputation
– If data are missing at random (MAR, MCAR), the 

estimates are unbiased.

– However, imputed data were treated as if they were 
real data, so the standard error of estimates are 
underestimates.

 Solution to single imputation
– Multiple imputation : make multiple imputed 

datasets and consider the uncertainty in imputation.
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Example of Multiple Imputation Analysis

Id Edu … Income Sex Age BDI Set 1 Set 2 Set 3

1 1 1 1 50 25

2 2 2 2 45 15

3 1 3 2 40 18

4 4 1 1 65 . 25 23 27

… 3 2 1 72 37

198 2 2 1 57 10

199 3 3 2 46 . 16 20 14

200 4 4 1 79 32

 Imputed datasets
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 Imputed data와 observed data를 이용하여 분석

Imputed values



Example of Multiple Imputation Analysis
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 연구목적: Age와 BDI의 관련성 추정(BDI = β0+ β1 age)

 Imputed data와 observed data를 이용하여 분석

– Set 1:  BDI= 2+0.35 age   :  Age와 BDI의 관련성 0.35(SE=0.12)

– Set 2:  BDI= 2+0.4 age     :  Age와 BDI의 관련성 0.4 (SE=0.15)

– Set 3:  BDI= 2+0.25 age   :  Age와 BDI의 관련성 0.3 (SE=0.10)

각 Set의 결과는 Single imputation의 결과임

 Age와 BDI의 관련성 결과(estimate and its standard error)?

– 추정치는 각 set에서의 추정치의 평균 ???

– 추정치의 SE는 각 set에서의 추정치의 SE의 평균 ???



Estimate and SE in multiple imputation
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Estimate(   ) SE(   ) Var(   )=SE2

Set 1 0.35 0.12 0.0144

Set 2 0.4 0.15 0.0225

Set 3 0.3 0.10 0.01

평균 0.35 0.0156
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Estimate and SE in multiple imputation

 Estimate of multiple imputation :

 Variance of multiple imputation

Imputation에 따른 추정치들의 변동

={(0.35-0.35)2+(0.4-0.35)2+(0.3-0.35)2}/2
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Within-imputation 

variance
Between-imputation 

variance

추정치들의 표준오차의 평균

=(0.122+0.152+0.102)/3

β=0.35  SE=0.12 β=0.4  SE=0.15 β=0.3  SE=0.10

β=0.35  SE=0.12 β=0.4  SE=0.15 β=0.3  SE=0.10

Imputation set이 많아지면, multiple imputation에서 추정치의 분산 감소

그럼 몇 개의 imputation set이 적절핛까?

m?  일반적으로 5개 정도



Multiple imputation 예제

 자료

– 연구 목적: antisocial behavior와 관련요인

– 자료원: National Longitudinal Survey of Youth

– 581 children, surveyed in 1990

– 10개의 변수 중 5개의 변수에 결측치 있음: SELF, POV, BLACK, 
HISPANIC, MOMWORK

http://statisticalhorizons.com/resources/data-sets
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자료 설명

16



결측 패턴 분석
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패턴분석 실행
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분석 1: complete case analysis(결측자료 무시)

 Anti-social behavior와 관련요인 분석
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분석 2: 결측값 대체_변수지정
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결측값 대체_방법 지정
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결측값 대체_제약 조건
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결측값 대체 결과
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MI data
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MI data를 이용핚 자료분석
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MI 자료분석 결과
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결과 비교(complete data, imputed data)
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다중 대입에서 다음의 경고를 본다면
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변수 유형 정리(결측값 대체 실행 전에)

- 32 -



연속형 자료: 측도 확인

 소수점이 없는 연속형 자료

 예: anti-social(0,1,…, 6), self(9,10,…, 24) 

 자료의 측도가 자동적으로 명목형(nominal)로 지정될 수 있음
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연속형 자료에 대핚 측도 변경

 측도에서 명목(N) → 척도(S)로 변경
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반복측정자료의 결측

 Y: 여러 번 측정핚 경우, Y의 일부자료의 missing

 X: 독립변수는 모두 관찰

 반복측정자료 분석방법

– Repeated measures ANOVA (RMANOVA)

– Mixed model

– Generalized Estimating Equation

- 35 -



반복측정자료 분석방법 비교

분석자료 Missing
mechanism 가정

RMANOVA 모든 시점의 Y값이 있는 자료

Id 1 : Y1,  Y2=., Y3  제외

MCAR

Mixed Model 관찰된 Y 모두 포함

Id 1: Y1, Y3 자료 이용

MAR

GEE 관찰된 Y 모두 포함

Id 1: Y1, Y3 자료 이용

MCAR

 Missing이 MCAR가 아닌 경우는 RMANOVA, GEE 분석결과는

biased 일 수 있음

 Mixed model로 분석 권고
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반복측정자료 분석결과 (GEE, Mixed model)

complete data

time

y
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time

y

y

GEE 결과

Mixed model 결과

Mixed model with random intercept and slope



MI in SAS
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1. Impute the missing data

2. Analyze imputed data 

3. Combine the parameter estimates




